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Sei m eine ungerade natiirliche Zahl und n eine beliebige naturliche Zahl. Es ist zu beweisen,
dass ggT(2™ -1,2" +1) =1.

Losung: Beweis durch Widerspruch
2" ist fur alle v e N, stets eine gerade Zahl, mit Ausnahme von v=0 (2° =1). Daraus folgt,

dass alle 2" —1 bzw. 2" +1 fur v>1 ungerade Zahen sein missen, somit auch samtliche
Teiler dieser Zahlen.

Definiert man d =ggT(2" -1,2" +1), so folgt, dass auch d eine ungerade Zahl sein muss.

Angenommen, es gelte d > 1.

Ist d =ggT(2" -1,2" +1), dann existieren Zahlen x und vy, fir die gilt: d-x=2" -1 und
dy=2"+1.Aus d-x=2"-1folgt d-x+1=2";aus d-y=2"+1folgt d-y—-1=2".
Potenzieren ergibt:

d-x+1=2"=(d-x+1)" =1L+dx)"=(2")" =2"" =2"

dy-1=2"=(d-y-)" =(-1+dy)" =(2")" =2"" = 2"

Der binomische Satz fir alle nattirlichen Zahlen n und alle reellen Zahlen a und b heif3t

(a+h)" :Z[:]ab

v=0

Fur a=1b=dx,v=k ergibt das
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Setzt man fir Z(kj-d“-x" =v ,soist (1+dx)" =1+d-v

n
n

k=1
Fur a=-1,b=dy,v=k,n=m ergibt das

m

(-1+dy)" = Z[U-(—l)m‘k -(dy)* = (2]-(—1)'““) - (dy)° +i(®-(—1)”"k - (dy)*

k=0
Da m eine ungerade natirliche Zahl ist, folgt daraus

[rgj-(—l)“ (@) + i(fj-(—nmk (@) =111+ i[fj-(—l)mk (@)
1+ i(r:j-(-l)m-k (dy)* =1+ i(r:j-(—l)m-k ANy =1 i(rj.(—l)m-k d-dFiyk

= —1+d~z[r:j~(—1)m-k -d*tyk
k=1

Setzt man fur Z[T)(—l)”“k Ay =w, soist (-1+dy)" =-1+d-w

k=1

Es gilt nun
@+dx)"=2""=1+d-v und (-1+dy)" =2"" =-1+d-w.



Also 2" =1+d-v und 2" =-1+d-w.

Addiert man beide Gleichungen, so erhalt man

2" +2™ = (A+dv)+(-1+dw) also dv+dw =2-2" =d-(v+w)=2-2"". Das heildt, d ist
immer eine gerade Zahl.

Die Annahme d > 1ergibt somit, dass d dann immer eine gerade Zahl ist, was im Widerspruch
dazu steht, dass d eine ungerade Zahl sein muss.
Die einzige ungerade Zahl d kann also nur d = 1 sein.

Was zu beweisen war.



