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Seien m = n und a von Null verschiedene natirliche Zahlen. Es ist zu beweisen, dass

ggT(a(Zm) +1, a(zn) +1) =1, falls a eine gerade Zahl ist,

und ggT(a(zm) +1, a(zn) +1) = 2, falls a eine ungerade Zahl ist.

Losung:
Die 3. binomische Formel heilt: (x+y)-(x—y) = (X-Vy)-(X+Yy) = x> —y?.
Weil m = n definiert wurde, kann man ohne Einschrdénkung m > n setzen, d.h. es existiert
ein keN mitm=n+k.
(2") (2") : (2) (2)
Aus ggT(a" "+1,a" ’+1) wird dadurch ggT(a +la" ' +1).
Man muss jetzt zeigen, dass (a(2 ) +1) (a(2 ) +1) gilt, also dass die Zahl (a(2 ) +1) die
m n+k
zaht (%) +1) = (@7 +1) teilt
Das erreicht man durch mehrmalige Anwendung der 0.g. binomischen Formel:

Zunéchst erhdlt man fur X = a(2 ),y =1:

@”)+1)-@") -~ =) -1 =a? -a? ~1=a?"" —1=027 —1=07" 1
Anschlieend erhdlt man fur X = a(2n+ ),y =1:

@y @” 1y =@y -1 =a
Zusammengefasst hat man also bis jetzt

2n+l 2n+l ) a2n+l _ l _ a2n+l+2n+l _1 _ a2.2n+l _

(a(zn) +1)- (a(zn) -1)- (a(zm) +1) = a®" —1 und das bedeutet, dass (a(zn) +1) (a(zw) -1
Dieses Verfahren wird nun solange fortgesetzt, bis man nach dem Gleichheitszeichen

(a(zm) —1) erhalt, was ja mit (a(2n+k) —1) identisch ist.

Im letzten Schritt erhélt man fir X = a( n+H),y =1

(a(zw_l) -1)- (a(2 +1)=(* )*-1*=a

2n+k—1+1
=a -1=a" -1

Der gesamte Ausdruck heift also:
@ 1. @ 2. @ 1. @ 40y @F ) 41y =a? —1=2%" —1 und

das bedeutet, dass (a(zn) +1) (a(zm) - (a(zn) +1) (a(zm) -1).

n+k—1)

2n+k—1 2n+k—1 2n+k—1 2n+k—1+2n+k—1

—1=a _1=a22"" 1

2n+k

n+k—1)

Es existiert also ein d mit
@”) 11).d=@" “) e @ 1) .d+2= @ 1)+ 2

o @+ dr2=a® —142= @ +1)

Es gelten folgende Teilbarkeitsregeln:
V=Q-W+r<r=v-q-w



Setzt man ggT(v,w) =g, dann gelten auch folgende Aussagen:
E‘VAE‘W:e‘V—W
E‘W = e\q -W . Aus beiden Aussagen ergibt sich auch e‘v A e‘q W= e\v— q-w

Danun r=V—q-W ist, folgt aus e\v—q-w:>e\r
Also l&sst sich folgern:
Wenn ggT(v,w) =€ und e/w Ae|r, dann gilt auch ggT(w,r) =e

Man definiert v = (2> +1),w = @®) +1),d =e,r =2
Es gilt also nach ggT(v,w)=9gT(w,r)

ggT(@”) +1,a") +1) = ggT(a®) +1,2)
Ist a eine gerade Zahl, dann ist a(zn)
ah. ggT(a”) +1,2) =1=ggT(a") +1a") +1)
Ist a eine ungerade Zahl, dann ist a(zn)
an goT(a”) +1,2)=2=ggT(@" +12%) +1)

+ 1 eine ungerade Zahl,

+1 eine gerade Zahl,

Was zu beweisen war.



